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Abstract 

The great circle is of special importance as the shortest distance between two points in navigation. Navigating 

officers must always be able to calculate the path of the great circle and the turning points on that path. One of 

the drawbacks of calculations in the path of the great circle is the large volume of calculations and the uncertainty 

of the correct result. In this research, using the method of composite triangles, the path of the great circle is 

solved, and two general methods for calculating the rotation points of the great circle, which include a) calculating 

the rotation point with equal longitude difference and b) calculating the rotation point with distance difference 

equal is used. Next, using the method of equal longitude difference in calculating the points of rotation, a fast 

and reliable relationship has been developed to calculate the points of rotation. The premise of the developed 

method is that the point of rotation is always equal to the difference in longitude between the origin and 

destination. The developed method has the advantage that it will be able to calculate the turning points on the 

path of the Great Circle by calculating only 5 sentences from Norris's book in a much shorter time and with fewer 

calculations. 
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1. INTRODUCTION 
The sailing course is an angle between the true north and the ship's head. In normal maps, the road angle is 

constantly changing and therefore not navigable. The great circle route as the shortest route between two points 

cannot be used by sailors due to the constant change of route. Mercator first designed a map in 1569 where the 

lines drawn for the ship's route had the same angle along the route (rhumb line route). Today, this map is known 

as the Mercator map and is used for navigation. The path of the great circle on the Mercator map is a curve and 

the line is not straight, so it is impossible to draw it on the Mercator map without knowing the intermediate points. 

The accepted method for navigation on the Great Circle is that points of the Great Circle are selected and a rhumb 

line route is drawn between the selected points. 
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With the advent of computers and navigation aids, the solution of navigation problems by computers was 

proposed, one of the most important of which is solving the great circle problem by computer, for which a suitable 

algorithm should be considered. Solving the great circle with the vertex point is called an indirect method; 

because to solve the rotation points, additional operations are needed to find the vertex point; Therefore, 

researchers looked for direct methods that require less computation. 

 

2. MATERIALS AND METHODS 
First, the mathematical basics of the rhumb line path must be explained, and then the mathematical basics of the 

great circle path must be discussed. Rhumb line navigation is a navigational that is used to calculate the course 

and speed of a ship from one latitude to another latitude. The reason why this type of navigation is known as 

plane navigation is that the earth is considered a flat surface, so this type of navigation in a long distance (distance 

more than 600 miles) does not have the necessary accuracy and it is necessary Corrections for the sphericity of 

the earth should be made on the problem. Spherical trigonometry formulas are widely used to solve various 

spherical geometry problems in various fields such as navigation, aviation, geodesy, and astronomy. However, 

current spherical trigonometry formulas only express relationships between the sides and angles of a single 

spherical triangle. Many problems may involve different types of spherical shapes, such as spherical 

quadrilaterals and spherical polygons, which cannot be solved directly by adopting single spherical triangle 

formulas; Therefore, the combined spherical triangles approach is a suitable method for solving the path of the 

great circle. 

 

3. RESULTS 
The great circle is of special importance as the shortest distance between two points in navigation. The path of 

the great circle on the Mercator map is a curve and the line is not straight, so it is impossible to draw it on the 

Mercator map without knowing the intermediate points. The accepted method for navigation on the Great Circle 

is that the points of the Great Circle are selected and the rhumb line route is drawn among the selected points. In 

the navigation on the great circle, turning points on the route should be calculated using existing methods, then 

a rhumb line should be drawn and calculated between the turning points of the route. An important point in ocean 

navigation that uses the great circle route is determining the turning points. Most of the methods can not be used 

in training texts and cannot be used practically by an officer on the watch while watching the bridge. To solve 

the problem using the vertex method, both a longer path and more calculations are needed to reach the vertex 

point and after that, we need to perform the calculations related to the turning point, which increases the amount 

of calculations, in this research by using the method of combined triangles, the path of the great circle has been 

solved, and two general methods have been used to calculate the turning points of the great circle, which include: 

a) calculating the turning point with an equal longitude difference  

b) calculating the turning point with equal distance difference. 

In the following, using the method of equal longitude difference in the calculation of turning points, a fast and 

reliable relationship has been developed for calculating turning points. The default of the developed method is 

that the turning point is always located in the middle of the longitude difference between the origin and the 

destination. The developed method can calculate the turning point width by only calculating 5 sentences from 

Norris's book. 

 

4. DISCUSSION AND CONCLUSION 

In the new method obtained in thin research, it can be seen that the officer of the watch succeeded in calculating 

a turning point between the origin and destination point by calculating only 5 terms from Norris's book. This 

method is significant and useful from two perspectives: 

a) The calculation of the latitude and longitude of the turning point is very simplified and there is no need for 

long calculations of the vertex point, And the coordinates of the turning point are solved directly. 

b) There is no doubt about the correctness of the calculations and the obtained result is completely true and the 

officer of the watch does not need any additional arguments to calculate the turning point. 

According to the defined relationship, the officers who are sent to ocean navigation, no longer need to calculate 

the midpoints of the route through the vortex method for navigation in the ocean, and they can easily use this 

relationship to find the turning points on the path of the great circle.
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 هچکید

اسبه مسیر ای برخوردار است. افسران ناوبر همواره باید توانایی محترین فاصله بین دو نقطه در دریانوردی از اهمیت ویژهکوتاه عنوانبهدایره عظیمه 
های محاسبات در مسیر دایره عظیمه، حجم زیاد محاسبات و عدم قطعیت در دایره عظیمه و نقاط چرخش روی این مسیر را داشته باشند. یکی از عیب

رای محاسبه های ترکیبی، مسیر دایره عظیمه مورد حل قرار گفته است و دو روش کلی بنتیجه درست است. در این پژوهش با استفاده از روش مثلث
نقاط چرخش دایره عظیمه که شامل الف( محاسبه نقطه چرخش با اختلاف طول جغرافیایی مساوی و ب( محاسبه نقطه چرخش با اختلاف فاصله 

حاسبه مساوی استفاده شده است. در ادامه با استفاده از روش اختلاف طول جغرافیایی مساوی در محاسبه نقاط چرخش یک رابطه سریع و مطمئن برای م
نقاط چرخش توسعه داده شده است. پیش فرض روش توسعه داده شده این است که نقطه چرخش همواره در منصف اختلاف طول جغرافیایی بین مبدأ 

 نزما در نوریس کتاب از جمله 5 محاسبه با تنها که است مزیت این در مقایسه با روش ورتکس دارای شده داده توسعه گیرد. روشو مقصد قرار می
  .کند محاسبه را عظیمه دایره مسیر روی چرخش نقاط بود خواهد قادر کمتر محاسبات تعداد و ترکوتاه بسیار

 ترین فاصله، نقاط چرخش، کتاب نوریسمسیر، کوتاه: ژگان کلیدیاو
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 مقدمه . 1

یلادی( مدانش جغرافیا و ناوبری در زمان مرکاتور )قرن شانزدهم 
ای اهمیت یافته بود. تعدادی از قارههای بینبه دلیل شروع دریانوردی

تفاده از کشورهای اروپایی شروع به اکتشاف جغرافیایی نموده و با اس
ی ای گسترش پیدا کرده بود. عرض جغرافیایقارهدریانوردی تجارت بین

گیری ارتفاع ستاره قطبی یا ارتفاع خورشید در ظهر سادگی با اندازهبه
محاسبه است؛ ولی محاسبه طول جغرافیایی در آن زمان با قابل

ا توجه اینکه بگیری دقیق زمان بود. پیچیدگی همراه بود و نیاز به اندازه
سئله مهای آن زمان از دقت مناسب برخوردار نبودند بنابراین ساعت

بود ده شاسبه طول جغرافیایی به یک چالش برای دریانوردان تبدیل مح
(Katz, 2014.) 

های تعیین زمان در قرن شانزدهم این بود که از یک یکی از راه
مکان با طول جغرافیایی مشخص، زمان ظهر محلی تعیین شده و 

برد. گیری زمان پیتوان با مقایسه این دو زمان به عدم دقت در اندازهمی
د داشته لبته این تکنیک دقیق نیست و فقط برای قرن شانزدهم کاربرا

یایی است. لازم به ذکر است که هر ساعت دارای اختلاف طول جغراف
د شای است. عدم دسترسی به زمان دقیق در آن زمان سبب درجه 15

ر دریا دکه وجود یک نقشه مناسب و دقیق ناوبری برای تعیین موقعیت 
توانستند ییرا بر اساس یک نقشه دقیق، دریانوردان مبسیار مهم باشد ز

ه با کاختلاف فاصله بین دو مکان مشخص را محاسبه کنند و بفهمند 
 د.توانند از یک نقطه به نقطه دیگر برونای میچه راه و فاصله

عنوان م بههاولین نقشه بسیار ساده و با استفاده از خطوط عمود بر 
س بر روی مدارات و ه شده بود که مقیاالنهارت ساختمدارات و نصف

امروزه به  نوع نقشه این (.Katz, 2014بود )یکسان النهارت نصف
 است معروف( plate carree projection) ای کاریتصویر صفحه

(Snyder and Voxland, 1989.) 

است که چگونه  شده ج برای تأکید نشان داده-1در شکل 
متون قرن اند. در م قرار گرفتهالنهارت و مدارات نسبت به هنصف

ای کاری شانزده و هفده میلادی اسامی متفاوتی برای تصویر صفحه
ای دریایی یا توان اسامی نقشه صفحهذکر شده است، برای مثال می

 .را ذکر کردیا کلی دریایی ها عمومی ه معمولی دریایی یا نقشهنقش
مسیر دریایی بود  های آن زمان تولید انحراف دریکی از معایب نقشه

(Snyder and Voxland, 1989) این انحراف سبب شده .
کرده و سپس با دریانوردان تا یک عرض مورد نظر دریانوردی 

 ؛ کهرسیدنددریانوردی به سمت شرق یا غرب به نقطه مورد نظر می
 ,Katz)شد این انحراف ناخواسته موجب افزایش زمان دریانوردی می

صورت یک کرد که یک خط با راه ثابت به پدرونانس کشف (.2014

لاین یا لوسودرم چرخد و او این خط را رامبمارپیچ حول قطب می
فاصله بین دو نقطه  ترینکوتاهنامید. ضمناً او کشف کرد که این مسیر 

ای فاصله بین دو نقطه صفحه دایره عظیمه ترینکوتاهنیست. در واقع 
نها مسیر لوسودرمی که دارای زاویه کند. تاست که از دو نقطه عبور می

فاصله بین دو نقطه  ترینکوتاهتواند یا صفر درجه با استوا است می 90
را ایجاد کند. یک مسیر لوسودرمی برای یک دریانورد بسیار مهم است 

و مقصد دارای زاویه راه ثابتی است  مبدأزیرا خط واصل بین دو نقطه 
بدون هیچ انحرافی به مقصد رسید  توانو با دنبال کردن این مسیر می

(Snyder, 1997.) 

ک یهر چند که مسیر لوسودرمی کشف شده ولی بدلیل اینکه در 
ل استفاده باشد، بنابراین مسیرها قابنقشه کاری مسیر دچار انحراف می

ای ایجاد کند که خطوط نبودند. اولین بار مرکاتور بود که توانست نقشه
 هفت مسیر لوسودرمی 1ود. در شکل لوسودرم روی آن خطی صاف ب

قشه مرکاتور )شکل نالف( و روی  -1بر روی شکل کروی زمین )شکل 
 ( آورده شده است.ج -1( و روی نقشه کاری )شکل ب -1

راه  مسیر مناسب برای دریانوردی، مسیری است که دارای زاویه
راه ویه با تغییر زا ( ثابت باشد.النهارها)زاویه بین مسیر کشتی و نصف

؛ دشروی نقشه مورداستفاده، رسیدن به مقصد دچار اختلال خواهد 
ه برای بنابراین مسیر دایره عظیمه به دلیل تغییر مداوم زاویه را

طور که در بالا عنوان شد، اولین بار دریانوردی مطلوب نیست. همان
ای طراحی نمود که خطوط رسم شده برای نقشه 1569مرکاتور در سال 

ین(. لامسیر رامب بود )ارای زاویه یکسان در طول مسیر مسیر کشتی د
 امروزه این نقشه به نقشه مرکاتور معروف شده و برای مصارف

شود. مسیر دایره عظیمه روی نقشه مرکاتور یک دریانوردی استفاده می
باشد بنابراین رسم آن بر روی نقشه منحنی است و خط صاف نمی
پذیرش ی غیرممکن است. روش موردمرکاتور بدون اطلاع از نقاط میان

صورت است که نقاطی از دایره برای دریانوردی روی دایره عظیمه بدین
شده و مسیر رامب لاین بین نقاط انتخابی ترسیم عظیمه انتخاب

 (.Cutler, 2004) شودمی

های کمک ناوبری، حل مسائل ناوبری ها و دستگاهبا ظهور رایانه
ها حل مسئله دایره ترین آنکه از مهم ها مطرح گردیدتوسط رایانه

عظیمه توسط رایانه است که باید الگوریتم مناسبی برای آن در نظر 
گرفته شود. حل دایره عظیمه با نقطه ورتکس، روش غیرمستقیم نامیده 

زیرا برای حل نقاط چرخش به عملیات اضافی برای یافتن ؛ شودمی
های مستقیم ه دنبال روشبنابراین محققان ب؛ نقطه ورتکس نیاز است

  بودند که نیاز به محاسبات کمتری داشته باشد.
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 (.Vis, 2018) )ج( یکار ریمرکاتور )ب(، تصو ری)الف(، تصو یجهان ریتصو ی)خط قرمز( بر رو یخطوط لوسودرم -1شکل 

Fig. 1- Loxodromes (red lines) visualized on the globe (a), on the Mercator projection (b) and on the 

Plate Carr´ee projection (c) (Vis, 2018). 

 

ای مسیر دایره عظیمه های پیشنهادی برای حل رایانهروش
 صورت زیر است:به

 Chen)جای نقطه ورتکس الف( استفاده از نقطه عبور از استوا به

et al., 2004) 

 Meridian (Navy, 2008)ب( استفاده از روش 

 (Jofeh, 1981)از نقشه نئومونیک  ج( استفاده

 ,Nastro and Tancrediهای برداری )د( استفاده از روش

2010; Chen et al., 2014; Chen, 2016) 

های بالا الگوریتم مستقیم و سرعت محاسبات، مورد نظر درروش
محققان است. ولی چهار روش ذکر شده در بالا قابلیت استفاده در متون 

صورت عملی توسط یک دریانورد در توانند بهو نمیآموزشی را ندارد 

حین نگهبانی پل فرماندهی استفاده شود. کاربرد روابط پیچیده ریاضی، 
های کارآمد در حل مسئله دایره عظیمه را برای دریانوردان فهم روش

سخت نموده است. به همین دلیل روش محاسبه نقطه ورتکس 
متون آموزشی ناوبری انتخاب عنوان یک راهکار عملی در همچنان به

 (.Chen, 2016شود )می

در ناوبری روی دایره عظیمه باید نقاط چرخش روی مسیر با 
استفاده از یک روش از چهار روش بالا محاسبه شده و سپس بین نقاط 

رامب لاین رسم و محاسبه شود. نکته مهم در دریانوردی چرخش مسیر 
کند تعیین نقاط چرخش فاده میاقیانوسی که از مسیر دایره عظیمه است

 Hsieh های ترکیبیستفاده از تکنیک مثلثاست. در این پژوهش با ا

et al. (2019 نقاط چرخش محاسبه شده و سپس با استفاده از روش )
صورت یک صفحه مسطح فرض ناوبری روی صفحه )صفحه زمین به
امب لاین الزاویه راه و مسافت رشده و با استفاده از روابط مثلث قائم
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شود. لازم به ذکر است در روش و مقصد محاسبه می مبدأبین نقطه 
ناوبری روی صفحه با عرض تصحیح شده، اثر انحناء زمین روی مسیر 

شود( زاویه راه و مسافت بین نقاط چرخش محاسبه رامب لاین وارد می
شود. در بخش بعدی اصول ریاضی مسیر رامب لاین و مسیر دایره می

های ترکیبی بیان شده و در ادامه با استفاده از روش مثلث عظیمه با
های ترکیبی، روشی سریع برای محاسبات دایره عظیمه روش مثلث

 برای دریانوردان توسعه داده شده است.

 ها مواد و روش. 2

در ابتدا لازم است مبانی ریاضی مسیر رامب لاین توضیح داده 
  ه عظیمه بحث شود.شده و در ادامه مبانی ریاضی مسیر دایر

مسیریابی رامب لاین دریانوردی روی صفحه است که برای 
محاسبه راه و سرعت یک واحد شناور از یک عرض جغرافیایی به عرض 

که این نوع دریانوردی به گیرد. دلیل ایندیگر مورد استفاده قرار می
صورت دریانوردی صفحه معروف شده است، این است که کره زمین به

شود لذا این نوع دریانوردی در صاف در نظر گرفته می یک سطح

مایل( از دقت لازم برخوردار  600مسافت طولانی )مسافت بیشتر از 
های کروی بودن زمین روی مسئله انجام نیست و لازم است تصحیح

شود. در شود. برای حل دریانوردی روی صفحه از راه ربعی استفاده می
 ربعی آورده شده است.های حاصل از راه شکل 2شکل 

 

 
 راهزاویه حاصل از چهارگانه های ربع -2شکل 

Fig. 2- The quadruplets obtained from the angle of the path  
 

)اختلاف عرض  dlat است لازم حرکت ربع آوردن دست به برای
)اختلاف طول جغرافیایی  dlong وو مقصد(  مبدأجغرافیایی بین نقاط 

( Nشمالی ) علامت به توجه با و شده محاسبهو مقصد(  أمبدبین نقاط 
 ربع ،dlong ( بودنW( و غربی )Eشرقی ) و dlat( بودن Sو جنوبی )

 شرقی dlong و شمالی dlat چنانچه مثال برای. شودمی تعیین حرکت
و  مبدأبین  مسافت و راهزاویه  حل برای .هستیم اول ربع در یعنی شود

( 2( و )1) مثلثاتی روابط از صفحه روی دریانوردی روش درمقصد 
 .کنیممی استفاده

                                        (                                                                                                          1رابطه )

dep
tan ( )  

dlat

. ( )
2

co

latA latB
dep dlong cos

 




 

)cos                                                                                                                (           2رابطه ) ) .sec( )
dlat

co dis dlat co
dis

  
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مقدار کاهش فاصله روی مدار با افزایش  dep(، 2( و )1در روابط )
( Aه )نقط مبدأمسافت بین نقطه  disزاویه راه،  coعرض جغرافیایی، 

به  مراحل حل مسئله دریانوردی روی صفحه( است. Bو مقصد )نقطه 
 شرح زیر است:

 و dlatو مقصد، مقدار  مبدأبا استفاده از موقعیت الف( 

dlong  ها، ربع حرکتی را علامت آن بر اساسو  کنیممیرا تعیین
 .نیمکمیتعیین 

با استفاده از عرض متوسط ب(   / 2latm latA latB 

 آوریم.را به دست می depمقدار 

استفاده از روابط مثلثاتی مقدار راه ربعی و سرعت را محاسبه  ( باج
 .کنیممی

راه به دست آمده را  dlong و dlatاستفاده از علامت  ( باد
 درجه  42. برای مثال چنانچه راه به دست آمده کنیممیگذاری علامت

 شود.گذاری میعلامت 1جدول صورت بهباشد، راه 

 عرض از تواننمی دیگر مایل 600 از بیشتر هایمسافت برای
 خطای به منجر کار این نجاما. کرد استفاده دیپارچر رابطه برای متوسط
 متوسط عرض از حالت این در لذا. شد خواهد مسیر محاسبه در زیادی

 تصحیح متوسط عرض 3 رابطه .شودمی استفاده (L) شده تصحیح
 دهد.را نشان می شده

 dlatعلامت و  dlongعلامت ی، مقدار راه ربع -1جدول

Table 1- the value of square way, dlong sign and dlat sign 

 dlatعلامت  مقدار راه ربعی dlongعلامت 

E 42 N 

 

7915.7045(                                                                                         3رابطه )
10

10

sec

[log tan(45 )
2

log tan(45 )]
2

dlat

L

latB

latA



 



o

o

 

 

انحناء کره زمین را در ناوبری روی  توانمی 4با استفاده از رابطه 
در بالا روش  دست یافت. تریدقیقعمال کرد و به نتایج صفحه ا

با استفاده از  .ناوبری روی صفحه و تصحیح انحناء کره زمین آورده شد
و  مبدأزاویه راه و مسافت رامب لاین بین نقطه  توانمیاین روابط 

مقصد را محاسبه کرد. در ادامه اصول مثلثات کروی برای رابطه بندی 
 .شودمیروی آورده ترکیبی ک هایمثلث

 مسائل حل برای ایگسترده طوربه کروی مثلثات هایفرمول
 هافرمول این حال،بااین. گیرندمی قرار استفاده مورد ناوبری مختلف

 در. کنندمی بیان را کروی مثلث یک زوایای و اضلاع بین روابط فقط
 اشکال از مختلفی انواع شامل است ممکن مسائل از بسیاری واقع،

 کروی اشکال برای را مختلف هایفرمول بتوانیم اگر. باشد کروی
 حل را مسائل این مستقیماً تا کندمی کمک ما به کنیم، ایجاد خاص
 کنیم.

 مسائل حل برای ایگسترده طوربه کروی مثلثات هایفرمول
 هوانوردی، ناوبری، مانند مختلف هایزمینه در کروی هندسه مختلف
 اصلی کروی مثلثات هایفرمول. شودمی ادهاستف نجوم و ژئودزی
 کروی مثلث هایفرمول الزاویه،قائم کروی مثلث هایفرمول از عبارتند

 قانون اضلاع، برای هاکسینوس قانون ها،سینوس قانون ربع،
 ضلعی، نیمه هایفرمول زاویه، نیم هایفرمول زوایا، برای هاکسینوس

 دالامبر، هایقیاس بخشی،پنج هایفرمول چهاربخشی، هایفرمول
 هایکتاب از بسیاری. غیره و کانولی هایفرمول ناپیر، هایقیاس
 ارائه هافرمول این استخراج برای را مختلفی رویکردهای درسی
 هندسی هایروش et al.  Smart (1977):مثال عنوانبه اند،کرده

 اضلاع یبرا را که این قانون اندکرده ارائه هاکسینوس برای قانون
 را برداری روش یک Green (1985). کنند مثلث کروی استخراج

. کرد مثلث کروی معرفی اضلاع برای کسینوس قانون استخراج برای
Murray (1900) برای الزاویهقائم کروی مثلث هایفرمول از 
 .کردند استفاده اضلاع برای کسینوس قانون استخراج
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 روابط بیان برای همگی کروی مثلثات هایفرمول این واقع، در
 شامل متغیر شش. شوندمی استفاده کروی مثلث یک متغیر شش بین
 نشان 3 شکل در که هستند γ و  α، β زاویه سه و c و a، bضلع  سه
 برای نوسکسی قانون متغیر روابط مثال، عنوانبه. است شده داده

 رابطه یرمتغ روابط. است زاویه یک و ضلع سه بین متضاد روابط اضلاع،
ن )اثبات رابطه چهار قسمتی بدلیل اهمیت آن در ای چهارقسمتی

 و لعض دو بین مجاور روابط ،پژوهش در پیوست الف آورده شده است(
 راحت هاآن از استفاده که است این هافرمول این مزیت. است زاویه دو

 قتمطاب خاص فرمول یک شرط پیش با شده داده متغیرهای اگر. است
 آن از ستفادها با مستقیماً توانمی را مجهول متغیرهای د،باشن داشته
 شامل زاویه و ضلع دو کههنگامی مثال، عنوانبه. آورد دست به فرمول

 قانون از استفاده با مستقیماً توانمی را سوم ضلع شود،می داده هاآن
 .آورد دست به اضلاع برای کسینوس

 اضلاع بین روابط قطف فعلی کروی مثلثات هایفرمول حال،بااین
 مسائل از بسیاری. کنندمی بیان را منفرد کروی مثلث یک زوایای و

 چهارضلعی مانند کروی اشکال از مختلفی انواع شامل است ممکن
 مثلث هایفرمول اتخاذ با که باشد کروی هایچندضلعی و کروی
 رهیافت بنابراین کرد؛ حل مستقیماً را هاآن تواننمی منفرد کروی

روشی مناسب برای حل مسیر دایره عظیمه  ترکیبی کروی هایلثمث
 است.

 یا زاویه یک از است ممکن کروی مثلث ،ترکیبی کروی مثلث در
. است شده داده نشان 3 شکل در که طورهمان شود تقسیم ضلع یک
 دو به α زاویه از( ABC) کروی مثلث شده، تقسیم زاویه شرایط در

( b و c) ضلع دو وقتی. شودمی سیمتق( AXC و ABX) کروی مثلث
( γ و β) دیگر زوایای شود،می داده( α2 و α، α1) شده تقسیم زوایای و
 را a ضلع و آورد دست به چهارقسمتی فرمول از استفاده با توانمی را

. آورد دست به اضلاع برای کسینوس قانون از استفاده با توانمی
 ضلع مستقیماً تواندنمی کروی مثلث هایفرمول از یکهیچ حال،بااین

x (ایمنامیده مشترک ضلع را آن ما که )در مشابه، طوربه. کند پیدا 
 به a ضلع از( ABC) کروی مثلث شده، داده شده تقسیم ضلع شرایط

 و c) ضلع دو وقتی. شودمی تقسیم( AXC و ABX) کروی مثلث دو
b )شده تقسیم هایضلع و (a، a1 و a2 )از یکهیچ شوند،می داده 

 را( x) مشترک ضلع مستقیماً توانندنمی منفرد کروی مثلث هایفرمول
 زیر صورتبه را شده تقسیم کروی مثلث فرمول بنابراین کنند؛ پیدا

 .شودمی پیشنهاد

 
 .(Hsieh et al. 2019) منفرد یمثلث کرو ریتصو -3 شکل

Fig 3- Illustration of the single spherical triangle (Hsieh et al. 2019).  
 

 
 .(Hsieh et al., 2019)ترکیبی  کروی مثلث تصویر -4 شکل

Fig 4- Illustration of the divided spherical triangle (Hsieh et al., 2019) 
 



 حمدی و همکارانم                                                                 ترکیبی         کروی هایش مثلثحل مسیر دایره عظیمه با استفاده از رو

91 

  1403دوره بیست و سوم، شماره دوم، تابستان         مجله علوم وفنون دریایی
 فصل نامه ی علمی پژوهشی

 ,.Hsieh et al)شود می اعمال 4 شکل در( ABX و ABC)  کروی مثلث دودر  )پیوست الف( چهارقسمتی هایفرمول ابتدا

2019):  

                                                                                                                                                          (4رابطه )

sin
tan

sin cot cos cosc b c







 

                                                                                                                                                     (5رابطه )

1

1

sin
tan

sin cot cos cosc x c







 

 

 فرمول و با هم برابر قرار داده (5( و )4)طرفین راست دو رابطه 
ضرب صورت و  باکه  باشدمی (6رابطه ) صورتبهحاصل مرتب شده 

 . شودحاصل می( 7سر بالا رابطه )مخرج ک

رابطه ( و 8)رابطه  کنیمتقسیم می sin cرا بر  (7)طرفین رابطه 
(، 10)با توجه به رابطه . کنیمبازنویسی می (9رابطه )صورت را به (7)

 . شودحاصل می (12)در نهایت رابطه و  (11رابطه )

                                                                                 (                                         6رابطه )

1

1

sinsin

sin cot cos cos sin cot cos cosc b c c x c



 


  

                 (                                                                                                                            7رابطه )

1

1 1

sin sin cot sin cos cos

sin sin cot sin cos cos

c x c

c b c

  

  

 

 

                           (                                                                                                                            8رابطه )

1

1 1

sin cot sin cot cos

sin cot sin cot cos

x c

b c

  

  

 

 

                                                                                                                   (     9رابطه ) 1 1 1

sin cot

cot sin cos sin cos sin cot

x

c b



    



  

                                                                                                                                      (     10رابطه )

 

 

2

1 1 1

sin

sin sin cos sin cos



     



   

2                                                                                                                                     (11رابطه ) 1sin cot cot sin sin cotx c b    

1                                                                                                             (                                        12رابطه ) 2

sin
tan

sin cot sin cot
x

b c



 


 

 

 و ABC) کروی مثلث دو اضلاع برای را کسینوس قانون سپس
ABX )کنیممیرا نوشته و مرتب  4 شکل در ، 

.دهیمرا با هم برابر قرار می (14( و )13)طرفین رابطه سپس 

                                  (                                                                                                                            13رابطه )

cos cos cos
cos

sin sin

b c a

c a





 

                                                                                                                                     (                    14رابطه )

1

1

cos cos cos
cos

sin sin

x c a

c a




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                                                                                                                                (15رابطه )

1

1

cos cos coscos cos cos

sin sin sin sin

x c ab c a

c a c a




 

 :کنیممیحذف شده و طرفین کسر را در هم ضرب ( 15)از طرفین رابطه  sincعبارت 

                                     (                                                                                                        16رابطه )

1 1

1

sin cos sin cos cos

sin cos sin cos cos

a b a c a

a x a c a

 

 

              :کنیممیبازنویسی  (17)رابطه  صورتبهرا  (16)رابطه 

                                                                                                                      (17رابطه ) 1 1 1

sin cos

cos sin cos sin cos sin cos

a x

c a a a a a b



  

 شود:حاصل می (19)رابطه  ؛ کهکنیماستفاده می (18رابطه )از اتحاد 

                                  (                                                                                                                            18رابطه )

 2 1

1 1

sin sin

sin cos sin cos

a a a

a a a a

  


 

2    (                                                                                                                            19رابطه ) 1sin cos cos sin sin cosa x c a a b  

 :را به دست آورد (20)رابطه  توانمی (19)که در نهایت از رابطه 

                 (                                                                                                                            20رابطه )
1 2sin cos sin cos

cos
sin

a b a c
x

a




 

 

نقاط میانی روی مسیر دایره  توانمی( 20( و )12بر اساس روابط )
اختلاف طول  توانمی (12)کرد. بر اساس رابطه عظیمه را محاسبه 

و زاویه را ملاک قرار داده  مبدأجغرافیایی بین نقاط چرخش و نقطه 

dlongAx  1را برابر با زاویه  قرار داده و از طرف دیگر نیز زاویه

dlongxB  2را نیز برابر با زاویه ده و بر اساس اختلاف قرار دا
 طول جغرافیایی نقاط میانی را حل کرد.

ک و مقصد را ملا مبدأفاصله بین نقاط  توانمیدر رهیافت دوم 
لازم  (20کرد. برای استفاده از رابطه ) ( استفاده20قرار داده و از رابطه )

کرد را محاسبه و مقصد  مبدأاست مسافت دایره عظیمه بین 
(disAB=aسپس بر مب .) و نقطه چرخش ) مبدأنای فاصله بین نقطه

1disAx a( و فاصله بین نقطه چرخش تا نقطه مقصد )

2 1disxB a a a  .طول و عرض نقطه چرخش را تعیین کرد ) 
مختصات نقطه چرخش را تعیین  توانمیبر اساس دو رهیافت ذکر شده 

ارائه شده  ایرایانهغالب یک برنامه کرد که در ادامه این دو رهیافت در 

دو رابطه جدید برای ( 20( و )12)و در نهایت با استفاده از دو رابطه 
 داده خواهد شد. همحاسبه سریع دستی توسع

 بحث و نتیجه. 3

 روش از میانی نقاط موقعیت محاسبه برای پژوهش این در
Hsieh et al. (2019) روش این ریاضی مبانی. است شده استفاده 

 ریاضی مبانی کاربرد قسمت این در. شد داده توضیح بخش قبلی در
 .شودمی آورده میانی نقاط موقعیت محاسبه برای ترکیبی مثلثات

نقاط پیرامونی مثلث کروی  عنوانبه B و Aدر بخش قبلی از نماد 
استفاده شده در این بخش مثلث کروی برای حل مسئله دایره عظیمه 

 Tو  مبدأموقعیت  عنوانبه Fست. لذا از نماد به کار گرفته شده ا
نقطه مقصد استفاده شده است تا تمایز بین این دو حالت ایجاد  عنوانبه

 داده (T) مقصد نقطه و (F) عزیمت نقطه موقعیت کههنگامیشود. 
 جغرافیایی طول اختلاف ،(φF)عزیم  نقطه جغرافیایی عرض شود،می
 نقطه جغرافیایی عرض و (λFT) مقصد نقطه و عزیمت نقطه بین

 مسیر در که میانی نقاط روی ناوبری. شد خواهد مشخص (φT) مقصد
 مسافت تواندمی دارند، قرار مقصد نقطه تا عزیمت نقطه از عظیمه دایره
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 به عظیمه، دایره مسیر اصلی مسئله بنابراین، کند؛ ایجاد را کمتری
 :دارد ودوج شرط نوع دو. است میانی نقاط موقعیت آوردن دست

 نقطه و عزیمت نقطه بین جغرافیایی طول تفاوت مورد اولین( الف
 (φX) میانی نقطه جغرافیایی عرض تا است شده داده (λFX) میانی

 .الف(-5 شکل) شود محاسبه

( DFX) چرخش نقطه تا عزیمت نقطه از عظیمه دایره فاصله( ب
 دهدا( DXT) مقصد نقطه تا چرخش نقطه از بزرگ دایره فاصله و

 طول بین اختلاف و (φX) مسیر بین نقطه جغرافیایی عرض تا شودمی
 در که طورهمان( λFX) مبدأ نقطه و عزیمت نقطه بین جغرافیایی

 .، محاسبه شوداست شده داده نشان ب-5 شکل

 اما نیست منفرد کروی مثلث قابل انطباق بر شرطپیش دو این
این  شده تقسیم ویکر مثلث هایفرمول ازبا استفاده  توانمی

 را بر مسئله اعمال نموده و نقاط چرخش را محاسبه کرد. هاشرطپیش

 

 
 (. Hsieh et al., 2019) مهیعظ رهیدا ریمس نینقاط ب افتنی -5شکل 

Fig. 5- Find the points between the paths of the great circle (Hsieh et al., 2019 ).  
 

 

شرط که مقدار اختلاف طول جغرافیایی بین  با استفاده از اولین

معلوم یا ورودی مسئله  عنوانبه( FXتا نقطه چرخش ) مبدأنقطه 
 عرض مستقیم طوربه توانیممی( 12) رابطه از استفاده با فرض شده و

 . آوریم بدست را( φX) چرخش نقطه جغرافیایی

اختلاف طول جغرافیایی بین مبدأ و مقصد  FT (21)در رابطه 

اختلاف طول جغرافیایی بین نقطه چرخش تا مقصد است  FXو 
 الف(. -5شکل )

 مستقیم طوربه توانیممی( 20) معادله از استفاده با دوم، شرط در
 :ب(-5شکل ) یمآور بدست را( φX) چرخش نقطه جغرافیایی عرض

 بین طول اختلاف توانمی کسینوس قانون از استفاده با سسپ
 طول به را آن و آورد بدست را( λFX) چرخش نقطه و عزیمت نقطه

 .ب(-5شکل کرد ) تبدیل( λX) چرخش نقطه جغرافیایی

 

 ب الف
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                        (                                                                                         21رابطه )

tan

sin tan sin tan

sin

X

FX T XT F

FT



   





  



                (                                                                                                                            22رابطه )

sin

sin sin sin sin

sin

X

FX T XT F

FT

D D

D



 





                                                                                                                               (                    23رابطه )

cos

cos sin sin

cos cos

FX

FXD F X

F X



 

 

 



 

در ادامه لازم است دو شکل کلی حل مسئله با پیش فرض معلوم 
( و پیش 11ابطه )ر مبدأبودن اختلاف طول جغرافیایی نقطه چرخش با 

روی مسیر دایره تا نقطه چرخش  مبدأفرض معلوم بودن فاصله نقطه 
( با انجام حل عددی مورد مقایسه قرار گیرند. 13و  12عظیمه )رابطه 

لذا در ادامه این دو شکل کلی حل مسئله با حل عددی مسیر دایره 
 7 شکل و 6 شکل .گیرندمیزیر مورد ارزیابی قرار  نقاط برایعظیمه 

 Hsieh روش از استفاده با عظیمه دایره مسیر روی بر چرخش نقاط

et al. (2019 )دهد می نشان را. 

    ( الف:                                                                                                                       24رابطه )

36 10
,

005 062

N N
F T

W W

 
  
 

                       :                                                                                                                            ب

45 55
,

15 50

S N
F T

E W

 
  
  

 
 معلوم فرض پیشرخش با استفاده از ، نقاط آبی، نقاط چ14مسیر دایره عظیمه و نقاط چرخش برای نقطه الف در رابطه  -6شکل 

 مبدأ نقطه فاصله بودن معلوم فرض پیش ط قرمز، نقاط چرخش با استفاده ازو نقا مبدأ با چرخش نقطه جغرافیایی طول اختلاف بودن

 چرخش نقطه تا
Fig. 6- great circle path and points of rotation for point A in relation 14, blue points, points of rotation 

using the default Finding the difference in longitude of the turning point with the origin and red points, 

turning points using the default knowing the distance from the starting point to the rotation point  
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 بودن معلوم فرض نقاط آبی، نقاط چرخش با استفاده از پیش، 14در رابطه  برخش برای نقطه مسیر دایره عظیمه و نقاط چ -7شکل 

 تا مبدأ نقطه فاصله بودن معلوم فرض پیش و نقاط قرمز، نقاط چرخش با استفاده از مبدأ با چرخش نقطه جغرافیایی طول اختلاف

 چرخش نقطه
Fig. 7- great circle path and points of rotation for point B in relation 14, blue points, points of rotation 

using the default Finding the difference in longitude of the turning point with the origin and red points, 

turning points using the default knowing the distance from the starting point to the rotation point 

 

در بالا دو شکل کلی حل مسئله دایره عظیمه بر اساس روش 
Hsieh et al. (2019) .که در  باشدمیل به ذکر بقا آورده شده است

یکی در  چرخشبا عرض نقطه  مبدأ اگر عرض نقطه 7و  6 هایشکل
آبی و قرمز بر روی هم قرار گرفته  هایدایره شدمینظر گرفته 

تنها با استفاده از رایانه قابل اجرا است. یکی از این روش  شدند.می
معضلات دریانوردان در دریا این است که چنانچه در دریا مجبور به 
محاسبه دستی نقاط چرخش روی مسیر دایره عظیمه شوند ناچارند از 

 .Mohammadi et al روش ورتکس استفاده کنند که در مقاله 

لذا در این پژوهش  ؛ستروش ورتکس بحث شده ا هایچالش (2021)
روش مستقیم برای حل نقاط  Hsieh et al. (2019)بر اساس روش 

میانی روی مسیر دایره عظیمه با استفاده از کتاب نوریس )کتاب دارای 
جداول لگاریتم برای محاسبه روابط مثلثاتی توسط دریانوردان بدون 

شده  نیاز به ماشین حساب( توسعه داده شده است. روش توسعه داده
تعداد محاسبات  و  ترکوتاهدارای این مزیت است که در زمان بسیار 

کمتر قادر خواهد بود نقاط چرخش روی مسیر دایره عظیمه را محاسبه 
 .گیردمیکند. این روش در ادامه مورد بحث قرار 

را بر  Xتوان موقعیت نقطه دلخواه می( 21با استفاده از رابطه )
سازی و افزایش همنظور ساداسبه نمود. بهروی مسیر دایره عظیمه مح

 :(25)رابطه  شود(، فرض زیر برای مسئله پذیرفته می21کارایی رابطه )

 

                                                                                                                              (           25رابطه ) 

 
1

 Dlong(FT) 
2

Dlong XT

Dlong FX





 

 

فرض بالا بدین مفهوم است که اختلاف جغرافیایی برای کمان 
FX  نصف کمانFT  نقطه فرض بدان معنی نیست که  ینا باشد.می

X این بدان مفهوم است  .مسیر دایره عظیمه قرارگرفته است در وسط
و  مبدأطول جغرافیایی مساوی با  هایاختلافکه نقطه چرخش دارای 

راه اولیه گردد )البته اگر دایره عظیمه بر یک مدار منطبق مقصد است. 
در  X( به معنی قرار گرفتن نقطه 25درجه باشد( فرض شماره ) 90

اختلاف طول جغرافیایی ( را برای 25) فرض است. FTوسط مسیر 
(FT)  (26)رابطه  کنیممیجایگزین. 
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                                             (        26رابطه ) 
 

 

sin )  (   ) sin(   tg(   )
tg  

sin 2  

DlongXT tg lat F Dlong XT latT
lat X

Dlong XT


 

 :کنیممیساده  (27)را با رابطه  (26)مخرج رابطه 

2)                                                                                                                                                    (     27رابطه ) ) 2 ( ) ( )sin sin cos   

 شود:می ( ایجاد28رابطه ) ،(26( در رابطه )27با استفاده از رابطه )

                                                                                        (                                       28رابطه )
 

 

 

tg  

sin )[  (   tg(   )]

2 sin   cos(   )

lat X

DlongXT tg lat F lat T

Dlong XT Dlong XT



 

 شود:حاصل می (29)( رابطه نهایی 28با ساده کردن رابطه )

                                                                                              (                                                                        29رابطه )
 

 

tg  

tg  lat F tg(latT)

2 cos(   )

latW

Dlong FW



 

 

 .است محاسباتی برای مصارف سریع و ساده رابطه (29) رابطه
 از هاستفاد داریم که با XTو   FX کمان دو X نقطه محاسبه از پس

 تقسیم متناظر کمان دو به توانمی راها کمان این از هرکدام (29) رابطه
 دایره مسیر یک یسادگبه توانیممی الگوریتم این از استفاده با و کرد

 در .کرد یمتقس یکسان هایطولبا اختلاف  دلخواه تعداد به را عظیمه
 عظیمه یارهیدا مسیر تقسیم در عملی برای مصارف (19) رابطه از ادامه
 شود.می استفادهدستی  محاسباتدر 

در محاسبات هدف از انجام این پژوهش توسعه روش مسیریابی 
( 29رابطه )ت. شناور در دریانوردی اقیانوسی اس واحدهایبرای  دستی

برای مسیریابی واحد شناور در دریانوردی اقیانوسی قابل استفاده است. 

رایانه حل توسط  (23( و )22(، )21) هایرابطه(، 7( و )6) هایشکلدر 
  نشان داده شد. مسیریابی در اقیانوس اطلس حالت  دوشده و 

هی برای افسران نگهبان پل فرماند (29)در ادامه لازم است رابطه 
که وقت زیادی برای محاسبه روابط ندارند، تطبیق داده شود. مشکل 

 محاسبهقابلاین است که با استفاده از جداول نوریس  (29رابطه )
 (29رابطه )نیست. دلیل این امر نیز وجود عملگر جمع در صورت کسر 

است. به همین دلیل لازم است از روابط مثلثاتی استفاده شده و عملگر 
با ورت کسر تبدیل به عملگر ضرب شود. برای این کار جمع در ص
رابطه زیر حاصل جمع دو کمان تانژانت را به حاصل ضرب  استفاده از

 :کنیممیتبدیل 

                                                                                                                                                       (                 30رابطه )
 

sin(

tg

 cos( ) c s( )

)

o

latF latT

latF lat

la F

T

t latT






 

 :آیدمیبه دست  (31)( رابطه 29( در رابطه )30با قرار دادن رابطه )

                   (                                                                                                            31رابطه )

 tg  

2 cos(

sin( )

  ) cos( ) cos( )

lat X

Dlong

latF latT

FX latF latT



 

 استفاده کرد: (32)توان از رابطه ( می31برای ساده کردن رابطه )
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                                                                                                                     (                32رابطه )

sin( )

2sin( ) cos( )
2 2

latF latT

latF latT latF latT

 

  

 :شودمیحاصل  (34)رابطه ، 33 با توجه به رابطهسپس 

2                                                                                                                                                  (               33رابطه )

latF latT
Meanlat


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                                                                                                                            (              34رابطه )

 tg  

 cos

sin( ) cos(

(   ) cos( ) cos( )

)

lat X

Meanlat

Dlong FX lat

Meanl

F

at

latT



 

 

فرماندهی  نوریس در پل کتاب توان با استفاده ازمیرا ( 34رابطه )
بان در پل فرمانده توسط افسر نگه راحتیبهبنابراین این رابطه ؛ دحل کر

نگهبان  ن رابطه افسرقابل استفاده است. بدلیل راحتی استفاده از ای
 ور را حل کند.در حین نگهبانی مسیریابی اقیانوسی واحد شناد توانمی

کتاب از با استفاده ( 24نقطه الف در رابطه )در ادامه مثال عددی 
حل شده تا روش حل دایره عظیمه توسط افسر نگهبان با کتاب نوریس 

واحد شناور از ( 24رابطه ) در الف نقطهشود. در  سازیشبیهنوریس 
درجه شمالی و  10درجه غربی به مقصد  5درجه شمالی و  36نقطه 

، افسر نگهبان پل فرماندهی ملزم به کندمیدرجه غربی عزیمت  62
دایره عظیمه است. با استفاده از طول  محاسبه نقاط چرخش روی مسیر

را محاسبه  dlong و Meanlatو مقصد مقادیر  مبدأو عرض نقاط 
 :(35)رابطه  کنیممی

                            (                                                                                                                            35رابطه )
 
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                                                                                                                       10 36
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 
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 :(36)رابطه  لگاریتم بگیریم( با استفاده از کتاب نوریس باید از طرفین رابطه 34برای حل رابطه )

(                                                                                                              36رابطه )
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 :(37)رابطه  داریم (36) رابطه سازیسادهبا 

                                                                                                (                              37رابطه )
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بنابراین برای حل رابطه بالا با استفاده از کتاب نوریس لازم است 
 را از کتاب نوریس  (37رابطه )مقدار سمت راست  5افسر نگهبان 

 :(38)رابطه  که با جایگذاری رابطه بالا داریم استخراج کند
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(                                                                                                                 38رابطه )
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 :با استخراج مقادیر فوق از کتاب نوریس داریم

                                                                                                        (       39رابطه )

log(
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cos(23) 1.96403
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) 1.99335

log(cos(28 30 )
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log(cos(36) 1.90796
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

 





 

1.55591

1.84521

1.71070

  

log( ( )) 1.71070 27 11.3tg latX latX N    

5 28 30 33 30lonwX lonF dlongFX       

 

 :شودمیحل  34 رابطه در الف نقطهفاده از روش نقطه ورتکس با است ادامهدر 

(                                            40رابطه )
36

10

026

lat F N

lat T N

dlat 

 






 ,

005

062

057

long F W

long T W

dlong 

 






,
ˆ

F TP dlong  

54PF colat F   

80PT colatT   

,F TFT dis 

 

 شودمحاسبه می (41رابطه )و مقصد به صورت  مبدأنقطه  با استفاده از رابطه هاورساین برای مثلث کروی مقدار مسافت بین دو 
(Mohammadi et al., 2021.) 

                                                                            (                     41رابطه )
F,

( )

( ) sin sin

T
hav dis

hav dlat

hav dlong colatF colatT





 
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 

,

( )

( ) cos cos

F T
hav dis

hav dlat

hav dlong latF latT





 

 

log log ( ) log cos log cosX hav dlong latF latT    

 :کردبالا را محاسبه  رابطههای توان جملهبا استفاده از کتاب نوریس می

log ( ) log 057 1.35733hav dlong hav    

logcos logcos 36 1.90796lat F lat    

logcos logcos 10 1.99335lat T lat    

  log 1.25864X     0.18140nat    

( ) 26 0.05060hav dlat hav    

'

0.05060

0.18140

0.23200 57 35.3nat 



     
'

, 57 35.3 3455.3F Tdis miles   

  
  (Mohammadi et al., 2021): راه اولیه را به صورت زیر محاسبه کرد توانمیبا استفاده از رابطه هاورساین 

 

(                                                                                        42رابطه ) 

ˆ

( ) ( )

csc csc

hav A

hav colatT hav dis colatF

dis colatF



  



  

 :مسیر دایره عظیمه استراه اولیه در  Âزاویه 

(co ) ( )X hav lat T hav dis colatF    

'

(co )

(80 00 ) 0.41318

hav lat T

hav 




 

'

( )

(03 35.3 ) 0.00098

hav dis colatF

hav 

 


 

0.41220X   log 1.61511X  

 

'

'

log 1.61511

log csc 57 35.3 0.07355

log csc 54 00.0 0.09204

1.78070

X







 

 

  
ˆlog 1.78070hav A   

'ˆ 101 57.0A  
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 8شکل ، ورتکس ترسیم شود. در مبدأکروی قائم الزاویه نقطه  لازم است دایره نپیر برای مثلث ( V)نقطه برای حل نقطه ورتکس 
 .(Mohammadi et al., 2021) دایره نپیر آورده شده است

 

 
 برای حل عرض جغرافیایی نقطه ورتکس دایره نپیر -8شکل 

Fig 8- Napier circle to solve the latitude of the vertex point 
 

  که

 1 ,
ˆ

F VP dlong , 
,F VFV dis , 

PV colatV
,   

'ˆ 101 57.4A   

 
با  است کهمتمم عرض جغرافیایی ورتکس  PVدر رابطه بالا 

رابطه نپیر بین عناصر دایره را  توانمی 8شکل استفاده از دایره نپیر در 
که در اینجا از رابطه سینوس یک عنصر برابر است با حاصل  ،برقرار کرد

سایه ضرب دو عنصر متضاد )هر عنصر در دایره نپیر دارای دو عنصر هم
 :دو عنصر متضاد است( استفاده شده است و

 

(                                                                                                             43رابطه )

sin

ˆcos(90 ) cos( )

sin(101.95 ) cos (36 )

PV

A latT

 



  



 

 :شودمیموارد رابطه بالا توسط کتاب نوریس به شرح زیر محاسبه 

 

'

'

log sin(101 57.4 ) 1.99048

log cos 36 00.0 1.90796

logsin 1.89844PV







 

   
'52 19.4PV    

'37 40.6latV N 
 

1

1

1

ˆ ˆsin tan (90 ) tan(90 )

1 1
ˆtan (9

tan( ) cos ( ) ( )

0 )
ˆtan(90 ) sin

ˆ

latT A P

A
P la

ec latT

tA

cotaP n T

   

  




  

1

'

ˆlog tan( )

log(cosec 36 ) log(cotan 101 57.0 )

P

 




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'

log(cosec36 ) 0.23078

log(cotan 101 57.0 ) 1.32561

1.55639







 

 

  
'

1
ˆ 19 48.1P 

  
'14 48.1longV E
 
 

 :عرض نقطه چرخش را محاسبه کرد توانمی(  9 با استفاده از دایره نپیر )شکل
 

 
  دایره نپیر برای حل عرض جغرافیایی نقطه چرخش -9شکل 

Fig. 9- Napier circle to solve the latitude of the rotation point 
 

'

'

??? ??

33 30
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X

W


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 

1

' '

ˆ
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ˆsin(90 ) tan( ) tan( )P PV latX  
  

tan( ) cos( ) tan( )PlatX DLo latV 
 

 

'

'

log cos(48 18.1 ) 1.82296

log tan (37 40.6 ) 1.88759

log tan( ) 1.71055latX







 


  

'27 10.9latX N 

  

'

'

27 10.9

33 30

N
X

W


 
 

 

شود برای حل مسئله از روش ورتکس که مشاهده می طورهمان
تر و هم محاسبات بیشتری نیاز است تا به نقطه هم مسیر طولانی

مربوط به نقطه  هایاسبهمحورتکس برسیم و پس از آن نیاز است 
 .کندچرخش را انجام بدهیم که حجم محاسبات بسیار افزایش پیدا می
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دقیقه خطای گرد کردن مربوط به کتاب  2/0این محاسبات  درنتیجه
 شود. که برای محاسبه نقطه چرخش ایجاد می باشدنوریس می

 کلی گیرینتیجه. 4

 دریانوردی در نقطه دو بین فاصله ترینکوتاه عنوانبه عظیمه دایره
مسیر دایره عظیمه روی نقشه مرکاتور . است برخوردار ایویژه اهمیت از

باشد بنابراین رسم آن بر روی نقشه یک منحنی است و خط صاف نمی
مرکاتور بدون اطلاع از نقاط میانی غیرممکن است. روش موردپذیرش 

طی از دایره صورت است که نقابرای دریانوردی روی دایره عظیمه بدین
شده و مسیر رامب لاین بین نقاط انتخابی ترسیم عظیمه انتخاب

. در ناوبری روی دایره عظیمه باید نقاط چرخش روی مسیر با شودمی
موجود محاسبه شده و سپس بین نقاط چرخش  هایروشاستفاده از 

مسیر رامب لاین رسم و محاسبه شود. نکته مهم در دریانوردی 
کند تعیین نقاط چرخش مسیر دایره عظیمه استفاده میاقیانوسی که از 

 و ندارد را آموزشی متون در استفاده قابلیت هاروشاکثر است. 
 پل نگهبانی حین در دریانورد یک توسط عملی صورتبه توانندنمی

 مسیر هم ورتکس روش از مسئله حل برای. شود استفاده فرماندهی
 برسیم ورتکس نقطه به تا است نیاز بیشتری محاسبات هم و ترطولانی

 انجام را چرخش نقطه به مربوط هایمحاسبه است نیاز آن از پس و
 با پژوهش این در کندمی پیدا افزایش بسیار محاسبات حجم که بدهیم

 قرار حل مورد عظیمه دایره مسیر ترکیبی، هایمثلث روش از استفاده
 عظیمه ایرهد چرخش نقاط محاسبه برای کلی روش دو و است گفته

 جغرافیایی طول اختلاف با چرخش نقطه محاسبه( الف شامل که
 استفاده مساوی فاصله اختلاف با چرخش نقطه محاسبه( ب و مساوی

 مساوی جغرافیایی طول اختلاف روش از استفاده با ادامه در. است شده
 نقاط محاسبه برای مطمئن و سریع رابطه یک چرخش نقاط محاسبه در

 این شده داده توسعه روش فرض پیش. است شده داده توسعه چرخش
 بین جغرافیایی طول اختلاف منصف در همواره چرخش نقطه که است
 5 محاسبه با تنها شده داده توسعه روش. گیردمی قرار مقصد و مبدأ

 .کند محاسبه را چرخش نقطه عرض دتوانمی نوریس کتاب از جمله

که افسر نگهبان پل  شوددر روش جدید بدست آمده مشاهده می
جمله از کتاب نوریس موفق به محاسبه  5فرماندهی تنها با محاسبه 

تا مقصد شده است. این روش از دو  مبدأیک نقطه چرخش بین مسیر 
 منظر قابل توجه و مفید است:

الف( محاسبه طول و عرض نقطه چرخش بسیار ساده شده و 
مختصات نقطه  ؛ ونیازی به محاسبات طولانی نقطه ورتکس نیست

 صورت مستقیم حل شده است.چرخش به

شکی در صحت محاسبات وجود ندارد و نتیجه به  گونهیچه( ب
دست آمده کاملاً بر واقعیت منطبق است و افسر نگهبان نیازی به 

 استدلال اضافی برای محاسبه نقطه چرخش ندارد. گونهیچه

جمهوری با توجه به رابطه تعریف شده، افسران نیروی دریایی 
شوند، دیگر نیازی اسلامی ایران که به دریانوردی اقیانوسی اعزام می

به محاسبه نقاط میانی مسیر از طریق روش ورتکس برای مسیریابی 
توانند با استفاده از این رابطه نقاط راحتی میدر اقیانوس را ندارند و به

 چرخش روی مسیر دایره عظیمه را محاسبه کنند.
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  پیوست الف

 اثبات رابطه چهار قسمتی در مثلث کروی. 1

است که از چهار عنصر زاویه و ضلع  ایرابطهفرمول چهار قسمتی 
را در زیر ببینید( را به هم ارتباط  1-آ کلمتوالی هر مثلث کروی )ش

می دهد. ممکن است برای یافتن مسیر اولیه یا دوره نهایی مستقیماً از 
طول و عرض جغرافیایی بدون پیدا کردن فاصله دایره بزرگ استفاده 

 .شود

 

 
 (2008. اجزای مثلث کروی در رابطه چهار قسمتی )دستورالعمل ناوبری دریاسالاری، 1-شکل آ

Fig. A-1- The components of a spherical triangle in a four-part relation (Admiralty Navigation Guide, 

2008) 

 

 :به هم ارتباط می دهد( (1-)آ)رابطه زیر  صورتبهرابطه چهار قسمتی به چهار جز ضلع و زاویه )دو ضلع و دو زاویه( متوالی را 

 

                                                                                                         (1-)آرابطه 

   

 

 

   

 ( )

 ( )

cos IS cos IA

sin IS cot OS

sin IA cot OA





 
 .نویسیممیبه شرح زیر  cو  bرا برای دو ضلع  هاکسینوسزیر قابل اثبات است. برای این کار ابتدا رابطه  صورتبهاین رابطه 

  

      

     

   

     

     

cos b

cos c cos a

sin c sin a cos B

cos c

cos a cos b

sin a sin b cos C









 

 cos b کنیممی( جایگزین 3-( در رابطه )آ2-را از رابطه )آ: 

                                                                                                                                         (4-)آرابطه 

cos  

cos (cos cos  sin sin cos )  

sin sin cos

c

a c a c a B

a b C



 

 

     (2-)آرابطه 

 

                                                                                                                                                                                                 (3-)آرابطه 
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 :شودمیبا اندکی عملیات ریاضی رابطه زیر حاصل 

                                                                                                                                  (                            5-رابطه )آ

2cos  cos (1-sin ) 

 sin cos sin cos

 sin sin cos

c c a

a a c B

a b C

 



 

 :ماندمیرابطه زیر باقی  ؛ وشودمیاز طرفین رابطه بالا حذف  coscجمله 

                                                                                                                                                           (6-)آرابطه 

2    

 sin    

 sin  

sin a cos c

cosa a sinc cosB

sinb a cosC





 

sinعبارت  a  شودمیدر تمامی جملات معادله بالا وجود دارد لذا این جمله قابل حذف است و رابطه زیر حاصل: 

                                                                                                                                                                        (6-)آرابطه 

   

    

 

sina cosc

cosa sinc cosB

sinb cosC





 

 :شودمیعبارت زیر حاصل  ؛ وکنیممیتقسیم  sinc( را بر عبارت 6-طرفین رابطه )آ

                                                                                                                                                                                      (7-)آرابطه 

  
 

  

 

cosc
sina

sin c

cosa cosB

sinb cosC

sinc





 

 :در مثلث کروی رابطه زیر را داریم هاینوسسبر اساس رابطه 

                                                                                                                                                                           (8-رابطه )آ

sin  sin

 

 sin  

sin

B C

sinb sinc

sinb B

sinc C

 



 

 :آیدمی( رابطه زیر به دست 7-( در رابطه )آ8-با جایگذاری رابطه )آ

                                                                                                                                                                                      (9-رابطه )آ

  
 

  

sin  

sin

cosc
sina

sin c

cosa cosB

B cosC

C





 

 :شودمیبا اندکی دستکاری در رابطه بالا رابطه زیر حاصل 
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                                                                                                                                                       (10-رابطه )آ

 cotc   

sin cot

sina cosa cosB

B C

 

 

 :شودمیی حاصل و در نهایت رابطه چهار قسمت کنیممی( را به سمت دیگر منتقل 10-جمله دوم سمت راست معادله )آ

                                                                                                                                                      (11-رابطه )آ

    cotc

sin cot

cosa cosB sina

B C

 

 

 بودن اضلاع و زوایا نوشته شده است. ( است که بر اساس مجاور1-( همان معادله )آ11-معادله )آ

 


